ANALIZA FUNKCJONALNA
LISTA 1

. Pokazaé, ze zbior
B(S)={f:5—=R: sug|f(s)| < o0}
se
gdzie S jest dowolnym zbiorem, z naturalnymi operacjami dodawania punktowego
i mnozenia przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia liniowa nad cialem R.
. Oznaczajac [*° = B(N), pokaza¢, ze

(a) podzbior ¢ ciagoéw zbieznych x = (z1,x9,...), tzn. takich ze lim, . z,
istnieje i jest skoniczona, jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni (*°

(b) podzbior ¢y ciagow = = (xy,z9,...) takich ze lim, ,x, = 0 jest pod-
przestrzenig liniowa przestrzeni c,

(c) podzbior g ciagow, ktore posiadaja skonczenie wiele wyrazow réznych od
zera, jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni cg

. Pokazaé, ze funkcja p : X x X — R zadana wzorem

_J 0 gdy z=y
p(l’,y)—{l ody o4y

dla dowolnego zbioru X jest metryka na X (tzw. metrykq dyskretng).

. Pokaza¢, ze funkcja p : Cla, b] x Cla,b] — R zadana wzorem

p(f,9) = max |f(z) — g(z)|

z€[a,b]
jest metryka na przestrzeni liniowej Cla, b] (tzw. metrykq mazimum).

. Pokaza¢, ze funkcja p : Cla, b] x Cla,b] — R zadana wzorem

b
o(frg) = / f(@) - g(a)|da

jest metryka na przestrzeni liniowej Cla, b].

. Pokazaé¢, ze zbieznosé ciagu funkcji f,, € Cla,b] do funkeji f € Cla,b] w metryce
z zadania 4, tzn. lim,,_, p(fn, f) = 0, jest zbieznoscia jednostajna na [a, b].

. Pokaza¢, ze funkcja p : B(S) x B(S) — R zadana wzorem

p(f,g) =sup|f(s) — g(s)|

seS

jest metryka na przestrzeni liniowej B(S) (tzw. metrykq supremum).
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Pokazaé, ze jezeli (X, p) jest przestrzenia metryczna oraz

p(w,y)

ple,y) = ————
L+ p(x,y)
to (X, p) jest takze przestrzenia metryczna.

Niech (X1, p1), (X2, p2) beda przestrzeniami metrycznymi i niech X = X; x X,
(ich iloczyn kartezjanski). Definiujemy

p(r,y) = pi(w1,y1) + p2(72, yo)
gdzie © = (x1,22),y = (v1,y2) € X. Pokazac, ze p jest metryka.

Pokaza¢, ze (X, p) z poprzedniego zadania jest zupelna (osrodkowa) wtedy i tylko
wtedy gdy (X1, p1) oraz (Xa, p2) sa zupelne (osrodkowe).

Pokaza¢, ze przestrzen liniowa C|a, b] z metryka z zadania 4 jest zupetna.

Pokazaé, ze przestrzen liniowa C|a, b] z metryka z zadania 5 nie jest zupelna, kon-
struujac ciag Cauchy’ego, ktory nie jest zbiezny do funkcji cigglej w tej metryce
(wskazowka: do konstrukeji takiego ciagu f,, mozna wykorzystaé¢ funkcje, ktorych
wykresy sktadaja sie z trzech odcinkéow, dwoch poziomych i jednego liniowego).

Zbada¢ zupelnosé przestrzeni liniowych ¢, ¢y, cop z zadania 2.

Pokaza¢, ze Cla,b] z metryka maximum z zadania 4 jest osrodkowa, wskazujac
przeliczalny i gesty zbior funkeji, ktorych wykresy sktadaja sie ze skoriczonej liczby
odcinkow.

Zbada¢ osrodkowosé przestrzeni liniowych c, ¢y, cog z zadania 2.
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